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問題 1. 補題を用意する．

Lem. G = (V,E)を無向グラフとする．このとき，以下が成り立つ．
(a) Gが連結 =⇒ |E| ≥ |V | − 1

(b) Gが森 =⇒ |E| ≤ |V | − 1

Proof. (a) n = |V |の帰納法で示す．n = 1, 2のときは明らか．
n ≥ 3のとき，v ∈ V を任意に選んで

V ′ := V \ {v} , E′ :=

{
e =

(
v1
v2

)
∈ E

∣∣∣∣ v1, v2 6= v

}
に対して G′ := (V ′, E′)とおく．このとき G′ の連結成分を {G′

i}
N
i=1 とすると，

|E| = |E′|+ deg(v)

=

N∑
i=1

|E(G′
i)|+ deg(v)

≥
N∑
i=1

(|V (G′
i)− 1|) + deg(v) (∵ 帰納法の仮定)

= |V ′| −N + deg(v)

≥ |V | − 1−N +N

= |V | − 1

以上より任意の |V | = nを持つ連結な無向グラフ Gについて |E| ≥ |V | − 1

(b) n = |V |の帰納法で示す．n = 1, 2, 3のときは明らか．n ≥ 4としてよい．Gは森より，v ∈ V を葉とし
て取れる．すなわち，

V ′ := V \ {v} , E′ :=

{
e =

(
v1
v2

)
∈ E

∣∣∣∣ v1, v2 6= v

}
としたとき |E| ≤ |E′| + 1 となるように選べる．このとき，G′ := (V ′, E′) の連結成分を {G′

i}
N
i=1 とお

いて，

|E| ≤ |E′|+ 1

=

N∑
i=1

|E(G′
i)|+ 1

≤
N∑
i=1

(|V (G′
i)| − 1) + 1 (∵ 帰納法の仮定)

= |V ′| −N + 1

= |V | − 1−N + 1

≤ |V | 1

以上より任意の |V | = nを持つ森 Gについて |E| ≤ |V | − 1


